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Costi di anticipata estinzione e tir
La somma A viene rimborsata con n rate di importo α.
All’epoca m < n si estingue il debito anticipatamente. Se, oltre che
al debito residuo δm, e` imposta una penale p > 0 il van e`
αam|i + (p+ δm) (1 + i)
−m −A
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Costi di anticipata estinzione e tir
La somma A viene rimborsata con n rate di importo α.
All’epoca m < n si estingue il debito anticipatamente. Se, oltre che
al debito residuo δm, e` imposta una penale p > 0 il van e`
αam|i + (p+ δm) (1 + i)
−m −A
in termini di v = (1 + i)−1 e di am|i =
v − vm+1
1− v
(p+ α+ δm) v
m+1 − (p+ δm) vm − (A+ α)v +A
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da cui l’iterazione di Newton
F (v) = v +
− (p+ δm) vm + (p+ α + δm) vm+1 − (A+ α)v + A
m (p+ δm) vm−1 − (m+ 1) (p+ α + δm) vm + A+ α
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con costi di 1000. Trovare il tasso effettivo
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Esercizio A = 50 000 vengono rimborsate in 100 rate mensili al tasso
i12 = 0, 00417. Contestualmente al pagamento numero 30 si estingue
anticipatamente con costi di 1000. Trovare il tasso effettivo
α = 50 000× 0, 012250026 = 612, 50
δ30 = 612, 50 a100−30|0,00417 = 37 117, 70
F (v) = v +
38 730,20v31 − 38 117,70v30 − 50 612,50v + 50 000
−1 200 636v30 + 1 143 531v29 + 50 612,50
il “v” che corrisponde al tasso i12 e` 0,995847: scegliamo di “partire”
da un valore leggermente inferiore
v0 = 0, 994
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quindi
v1 = F (v0) = 0, 994977; v2 = F (v1) = 0, 995144;
v3 = F (v2) = 0, 995149
x12 =
1− v3
v3
= 0, 00487465
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Esercizio Un prestito di A = 50 000 d viene rimborsato in 20 anni
con rate mensili al 3, 95% annuo. Dopo 6 anni e 8 mesi, il debitore
decide, in conseguenza di un calo del tasso, presso un altro istituto di
credito, al 3, 05% di rifinanziare l’operazione. La cosa e` conveniente
in presenza di una penale pari all’1% del capitale erogato?
Nel caso in cui lo sia, calcolare il tasso effettivo dell’operazione di
finanziamento, per il debitore.
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n = 240, i12 = 12
√
1, 0395− 1 = 0, 00323354
α = Aα240|i12 = 50 000× 0, 00599689 = 299, 844
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n = 240, i12 = 12
√
1, 0395− 1 = 0, 00323354
α = Aα240|i12 = 50 000× 0, 00599689 = 299, 844
Rifinanziamento in m = 12× 6 + 8 = 80
δ80 = αa240−80|i12 = 37 408, 30263
h12 =
12
√
1, 0305− 1 = 0, 00250681
β = (δ80 + 500)α160|h12 = 37 908, 30263× 0, 0075947 = 287, 902
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Il tasso effettivo e` individuato dalla relazione:
A = αa80|x12 + βa160|x12 (1 + x12)
−80
Usando Newton, ricordando che la funzione da iterare e`:
F (v) =
nβvn+1 +m(α− β)vm+1 − A
(n+ 1)βvn + (m+ 1)(α− β)vm − (α + A)
che nel nostro caso e`:
F (v) =
69096,48v241 + 955,36v81 − 50000
69384,382v240 + 967,302v80 − 50299,844
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Come valore di partenza scegliamo la media pesata tra i due valori di
v generati dai due tassi in vigore
vA =
1
1 + i12
= 0, 996777, vB =
1
1 + h12
= 0, 997499
v0 =
80vA + 160vB
240
= 0, 997256
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Come valore di partenza scegliamo la media pesata tra i due valori di
v generati dai due tassi in vigore
vA =
1
1 + i12
= 0, 996777, vB =
1
1 + h12
= 0, 997499
v0 =
80vA + 160vB
240
= 0, 997256
v1 = F (v0) = 0, 996978
Abbiamo gia` tre cifre decimali in accordo: se facciamo una seconda
iterazione troviamo il,valore stabilizzato a sei cifre
v2 = 0, 996999
10/27 Pi?
22333ML232
Il corrispondente tasso mensile e`
x12 =
1
v2
− 1 = 0, 00301003
che equivale al tasso annuo x = 0, 0367244
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Ancora BTP Il problema della determinazione del tasso dei buoni
poliennali del tesoro e` stato trattato in una condizione estremamente
particolare.
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Ancora BTP Il problema della determinazione del tasso dei buoni
poliennali del tesoro e` stato trattato in una condizione estremamente
particolare.
Questa volta consideriamo il caso in cui il valore di acquisto del titolo,
per ragioni legate alle trattative di mercato e per ragioni fiscali non
coincide con il valore rimborsato alla scadenza dell’operazione.
-Ca C C ••••••••••••••••••••••• C C+Cr
0 1 2 n-1 n
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Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
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Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
La sequenza dei flussi di cassa sara`, allora:
−Ca, C, . . . , C, C + Cr,
l’investimento sara` finanziariamente accettabile se si verifica la condi-
zione:
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Se indichiamo con Ca > 0 il valore di acquisto del titolo e con Cr il
valore di rimborso
−Ca + C an|i + Cr (1 + i)−n = 0
La sequenza dei flussi di cassa sara`, allora:
−Ca, C, . . . , C, C + Cr,
l’investimento sara` finanziariamente accettabile se si verifica la condi-
zione:
nC + Cr > Ca
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Eseguendo i calcoli possiamo cercare soluzioni positive dell’equazione:
(Cr + C) v
n+1 − Crvn − (Ca + C) v + Ca = 0
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Eseguendo i calcoli possiamo cercare soluzioni positive dell’equazione:
(Cr + C) v
n+1 − Crvn − (Ca + C) v + Ca = 0
la radice v = 1 non ha interesse finanziario
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Esercizio
Un Btp triennale, di valore nominale Cn = 100 ha la cedola annua del
5%, prezzo di sottoscrizione Ca = 101 e valore di rimborso Cr = 99.
Quale e` il tasso effettivo dell’investimento?
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Esercizio
Un Btp triennale, di valore nominale Cn = 100 ha la cedola annua del
5%, prezzo di sottoscrizione Ca = 101 e valore di rimborso Cr = 99.
Quale e` il tasso effettivo dell’investimento?
Uguagliando a zero il valore attuale netto troviamo la condizione,
indicato con C il valore della cedola
Ca = Ca3|i + Cr(1 + i)
−3
Usando v = (1 + i)−1 otteniamo
Ca = C
v − v4
1− v + Crv
3
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
Quindi la funzione f(v) cui dobbiamo applicare il metodo di Newton
per trovare il tasso di rendimento del BTP e`
f(v) = (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
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Ricordando il prodotto notevole
a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)
possiamo semplificare l’espressione del van in
Ca = Cv(1 + v + v
2) + Crv
3
Quindi la funzione f(v) cui dobbiamo applicare il metodo di Newton
per trovare il tasso di rendimento del BTP e`
f(v) = (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
di conseguenza
F (v) = v − f(v)
f ′(v)
= v − (C + Cr)v
3 + Cv2 + Cv − Ca
3(C + Cr)v2 + 2Cv + C
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Nel caso particolare in esame Cr = 99, Ca = 101, C = 5 otteniamo
F (v) = v − 104v
3 + 5v2 + 5v − 101
312v2 + 10v + 5
=
208v3 + 5v2 + 101
312v2 + 10v + 5
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Nel caso particolare in esame Cr = 99, Ca = 101, C = 5 otteniamo
F (v) = v − 104v
3 + 5v2 + 5v − 101
312v2 + 10v + 5
=
208v3 + 5v2 + 101
312v2 + 10v + 5
Va notato che se non avessimo semplificato con il prodotto notevole
avremmo ottenuto la funzione di rea
f(v) = (Cr + C) v
4 − Crv3 − (Ca + C) v + Ca
che si annulla in v = 1 che non ha interesse finanziario e che comunque
conduce alla funzione di Netwon
F (v) = v − (Cr + C) v
4 − Crv3 − (Ca + C) v + Ca
4 (Cr + C) v3 − 3Crv2 − (C + Ca)
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Con i valori del nostro problema
F (v) = v − 104v
4 − 99v3 − 106v + 101
416v3 − 297v2 − 106 =
312v4 − 198v3 − 101
416v3 − 297v2 − 106
19/27 Pi?
22333ML232
Le iterazioni sono partendo da v0 = 0, 956938 che proviene dal tasso
nominale del 4,5%
v1 = F (v0) = 0, 958547; v2 = F (v1) = 0, 958606;
v3 = F (v2) = 0, 958606
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Le iterazioni sono partendo da v0 = 0, 956938 che proviene dal tasso
nominale del 4,5%
v1 = F (v0) = 0, 958547; v2 = F (v1) = 0, 958606;
v3 = F (v2) = 0, 958606
La stabilizzazione delle cifre decimali ci dice che la ricerca, se ci si
accontenta di sei decimali, puo` arrestarsi. Ritornando a i si trova:
i =
1− v3
v3
= 0, 0431815 = 4, 31815%.
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0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
v
-20
-10
10
20
van
Figura 1: van semplificato
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0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
v
1
2
3
4
van
Figura 2: van non semplificato
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0.85 0.90 0.95 1.00 1.05
v
-5
5
van
Figura 3: grafico di insieme
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In[1]:= NSolveA-101 + 5 v + 5 v2 + 104 v3  0E
Out[1]= 88v ® -0.503342 - 0.871629 ä<, 8v ® -0.503342 + 0.871629 ä<, 8v ® 0.958606<<
In[2]:= NSolveA101 - 106 v - 99 v3 + 104 v4  0E
Out[2]= 88v ® -0.503342 - 0.871629 ä<, 8v ® -0.503342 + 0.871629 ä<, 8v ® 0.958606<, 8v ® 1.<<
In[3]:= CancelB
101 - 106 v - 99 v3 + 104 v4
-101 + 5 v + 5 v2 + 104 v3
F
Out[3]= -1 + v
Figura 4: Uso di Mathematica R©
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Estensione a un numero qualsiasi di cedole
Se le cedole sono n il van e`
Ca = Can|i + Cr(1 + i)−n
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Estensione a un numero qualsiasi di cedole
Se le cedole sono n il van e`
Ca = Can|i + Cr(1 + i)−n
o con v = (1 + i)−1
Ca = C
v − vn+1
1− v + Crv
n
La frazione si semplifica per ogni scelta di n
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
• n = 5 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
5 + v4 + v3 + v2 + v
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• n = 4 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
4 + v3 + v2 + v
• n = 5 =⇒ v − v
n+1
1− v = v
5 + v4 + v3 + v2 + v
Abbiamo quindi l’equazione del van (semplificato) nel caso del BTP
con n cedole
Ca = Cv + Cv
2 + · · ·+ Cvn−1 + (C + Cr)vn
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Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
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Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
Uso la relazione
−Ca + Cv + Cv2 + (C + Cr)v3 = 0
con Ca = 100, Cr = 99, 15, C = 4, 5, n = 3 con i = 0, 0400832
trovando il valore v = 0, 961462 che porta al van di 0,608913.
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Un BTP triennale di valore nominale 100 d rendimento del 4,5% e`
rimborsato a scadenza con 99,15 d. Tasso effettivo:
a) 4,22832% b) 4,60832% c) 4,00832% d) 3,89832%
Uso la relazione
−Ca + Cv + Cv2 + (C + Cr)v3 = 0
con Ca = 100, Cr = 99, 15, C = 4, 5, n = 3 con i = 0, 0400832
trovando il valore v = 0, 961462 che porta al van di 0,608913. Allora
passo al valore piu` alto i = 0, 0422832 per cui v = 0, 959432 che porta
al valore di van −0, 0000520034 che va bene
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Grafico del van in funzione di i
0.01 0.02 0.03 0.04
-0.10
-0.05
0.05
0.10
